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У роботі розв’язано задачу про двовісний згин безмежної ізотропної 
пластини з пружною круговою шайбою з іншого матеріалу та наскрізною 
прямолінійною радіальною тріщиною у шайбі. Береги тріщини вільні 
від зовнішнього навантаження, а на межі пружної кругової шайби та 
пластини виконуються умови ідеального механічного контакту. Для 
розв’язування задачі припускається, що під дією рівномірно розподілених 
згинальних моментів на нескінченності береги тріщини контактують по 
області сталої ширини (смуговий контакт) на верхній основі пластини по 
всій довжині тріщин. Задача розв’язана за таких крайових умов: P Pr r1 2= , 
M Mr r1 2= , w w1 2= , �
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� �� �1 3  (умови смугового контакту берегів тріщини), � � h h1 , x L1 1∈ , де Mr  – згинальний момент, Pr  – 
узагальнена в сенсі Кірхгофа перерізувальна сила, σÏ r  і � �Ï r  – компоненти тензора напружень у полярній 
системі координат, N  – контактне зусилля між берегами тріщини, h −  товщина пластини, h1 −  висота 
контакту берегів тріщини, w  – прогин пластини, σÏy y1 1

 і τÏx y1 1
 – компоненти тензора напружень у декартовій 

системі координат, vÏ – компонента вектора переміщень; f f f� � � �� � , знаками «+» і «–» позначені граничні 
значення функцій при прямуванні точки площини до тріщини, якщо y1 0� � . 
Через контакт берегів тріщини розв’язок задачі шукатимемо у вигляді розв’язків двох взаємопов’язаних 
задач: задачі згину пластини, використовуючи теорію Кірхгофа – Лява, та плоскої задачі. З використанням 
методів теорії функцій комплексної змінної та комплексних потенціалів Колосова – Мусхелішвілі 
побудовано задачі лінійного спряження. Отримані задачі лінійного спряження розв’язані аналітично, та 
отримано систему сингулярних інтегральних рівнянь відносно стрибків переміщень у плоскій задачі та 
стрибків кутів повороту в задачі згину на берегах тріщини. Ця система сингулярних інтегральних рівнянь за 
допомогою методу механічних квадратур зведена до системи алгебраїчних рівнянь, яка розв’язана чисельно 
за допомогою методу Гауса. Проведено числовий аналіз задачі та побудовані графічні залежності контактних 
зусиль і коефіцієнтів інтенсивності зусиль і моментів за різних геометричних параметрів задачі та різних 
значень рівномірно розподілених згинальних моментів на нескінченності. У часткових випадках отримані 
результати зійшлися з відомими результатами, отриманими в наукових працях іншими авторами. 
Ключові слова: тріщина, згин, пружна шайба, ізотропна пластинка, контакт, комплексні потенціали, задачі 
лінійного спряження, контактне зусилля, коефіцієнти інтенсивності. 
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This work presents a solution of biaxial bending of an infinite isotropic plate 
with an elastic circular washer made of a different material and a through straight 
crack inside the washer. The edges of the crack are free from external loads 
and the conditions of ideal mechanical contact are fulfilled at the boundary of 
the elastic circular washer and the plate. It is assumed that under the action of 
uniformly distributed bending moments at infinity, the edges of the crack are in 
contact on area of constant width (strip contact) on the upper base of the plate 
along the entire length of the cracks. The problem is solved under the following 
boundary conditions: P Pr r1 2= , M Mr r1 2= , w w1 2= , �
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. , � �� �1 3  (conditions of strip contact of crack edges), 
� � h h1 , x L1 1∈ , where Mr  – bending moment, Pr  – generalized Kirchhoff 
shear force, σÏ r  and � �Ï r  – stress tensor components in the polar coordinate 
system, N  – contact force between the edges of the crack, h −  plate thickness, 
h1 −  height of the contact zone of crack, w  – plate deflection, σÏy y1 1

 and 
τÏx y1 1

 – stress tensor components in the Cartesian coordinate system, vÏ  – 
displacement vector component; f f f� � � �� � , the “+” and “–” signs indicate 
the boundary values of the function when the point of the plane approaches the 
crack at y1 0� � . 
Due to the contact of the crack edges, the solution to the problem will be 
sought as a superposition of two interrelated problems: the problem of the 
plate bending, using the Kirchhoff–Love theory and the plane problem. Using 
the methods of the theory of functions of a complex variable and complex 
potentials of Kolosov–Muskhelishvili, linear conjugate problems were 
constructed. The obtained lineare conjugate problems are solved analytically 
and a system of singular integral equations was obtained for the displacement 
jumps in the plane problem and the jumps of rotation angles in the bending 
problem at the crack edges. The system of singular integral equations was 
reduced to a system of algebraic equations, using the method of mechanical 
quadrature and was solved numerically by the Gaussian method. A numerical 
analysis of the problem is conducted and graphic dependencies of contact 
forces and intensity coefficients of forces and moments were constructed for 
different geometric parameters of the problem and different values of uniformly 
distributed bending moments at infinity.  In some cases, the results obtained 
coincided with the known results obtained in scientific works by other authors.

Вступ та огляд літератури. Пластинчасті кон-
структивні елементи широко використовуються 
в різних сферах техніки. Вони можуть містити 
локальні технологічні включення, а під час екс-
плуатації в таких елементах можуть утворюва-
тися тріщини, що суттєво знижують допустиме 
навантаження, яке можна прикладати до кон-
струкції. З фізичного погляду очевидно, що за 
згину пластини береги тріщин взаємодіятимуть 
між собою. Тому розробка методів оцінки напру-
жено-деформованого стану пластин із тріщинами, 
береги яких контактують у разі згину, є важливою 
науково-технічною проблемою механіки.

Дослідження напружено-деформованого стану 
пластин із тріщинами за згину пластини з викорис-
танням класичної теорії згину пластин проведено в 
роботах [1–4]. У них припускалося, що береги трі-
щини контактують по лінії по всій довжині тріщини 
на верхній поверхні пластини (лінійний контакт). 
Кальтгоф Дж. Ф., Шацький І. П. і Бюргель А. [5] екс-

периментально вивчали контактну взаємодію берегів 
тріщини за згину пластини та підтвердили наявність 
мембранної складової в полі напружень поблизу трі-
щини, що є прямим наслідком контакту її берегів.

У працях [6, 7] уперше побудовано аналітич-
ний розв’язок задачі про згин пластини з наскріз-
ною тріщиною, береги якої контактують по висоті 
пластини (смуговий контакт). Напружено-дефор-
мований стан за згину безмежної пластини з пря-
молінійними тріщинами за смугового контакту 
їхніх берегів і круговим отвором або абсолютно 
жорсткою круговою шайбою розглянуто в [8–10]. 
Дослідження напружено-деформованого стану тіл 
з міжфазними тріщинами із зонами контакту про-
ведено в роботах [11, 12]. Вплив контакту берегів 
термоізольованої міжфазної тріщини за термоме-
ханічного навантаження на напружено-деформо-
ваний стан досліджено в [13]. Тому задачі згину 
пластин з отворами, включеннями та тріщинами, 
береги яких контактують, є актуальними. 
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У цій роботі досліджується задача про згин 
нескінченної ізотропної пластини з пружним 
круговим включенням і прямолінійною наскріз-
ною радіальною тріщиною, береги якої гладко 
контактують по області сталої ширини по всій їх 
довжині на верхній основі пластини. 

Формулювання задачі. Розглянемо безмежну 
ізотропну пластину товщиною 2h , яка містить 
пружну кругову шайбу радіуса R  та прямолінійну 
наскрізну тріщину довжиною 2l . У серединній 
площині пластини виберемо декартову систему 
координат Oxy  з початком у центрі пружної 
шайби. У площині Oxy  введемо полярну систему 
координат r  і θ  з полюсом у точці O  та поляр-
ною віссю Ox . Центр радіальної тріщини розмі-
щений у точці O1

 з координатами x0 0,� �  на осі Ox .  
У точці O1  виберемо початок декартової системи 
координат O x y1 1 1 , яка буде пов’язана з тріщиною. 
Нехай на нескінченності пластина згинається 
рівномірно розподіленими моментами Mx

∞  і My
∞ . 

Через S S� � �1  позначимо область усередині пруж-
ної шайби, а через S S� � �2    – ззовні; через L1    – 
лінію, де розміщена тріщина, а через L   – колову 
межу пружної шайби (див. рис. 1). 

 

Рис. 1. Безмежна пластина з пружною шайбою 
та радіальною тріщиною

Пружним характеристикам пов’язаних із шай-
бою приписуватимемо індекс «1», а з пласти-
ною – індекс «2». Зауважимо, що тут і в подаль-
шому індекс j  набуває значень 1 і 2, де j = 1  
відповідає шайбі (область S1 ), j = 2  – пластині 
(область S2 ).

Вважатимемо, що за такого навантаження 
береги тріщин контактують по області сталої 
ширини величиною h1  на верхній основі пластини 
по всій довжині тріщини (смуговий контакт). Через 
контакт берегів тріщини розв’язок задачі шукати-
мемо у вигляді розв’язків двох взаємопов’язаних 
задач: задачі згину пластини, використовуючи тео-
рію Кірхгофа – Лява, та плоскої задачі. 

На межі пружної шайби виконуються умови 
ідеального механічного контакту 

P Pr r1 2= , M Mr r1 2= , w w1 2= , �
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w
r

w
r

1 2 , на L ,   (1)

� �rr rr
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( ) ( )1 2� , u urP rP
( ) ( )1 2= , u uP P� �

( ) ( )1 2� , на L ,    (2)

де Prj  – узагальнена в сенсі Кірхгофа перерізу-
вальна сила, Mrj  – згинальний момент, wj  – про-
гин j -ї частини; � � �rr

j
r
j( ) ( ), – компоненти тензора 

напружень, а u urP
j

P
j( ) ( ), θ – компоненти вектора пере-

міщень у плоскій задачі в полярній системі коор-
динат r , θ .

Крайові умови смугового контакту берегів трі-
щини [7] 
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де N1  – контактне зусилля між берегами тріщини, 
h1 −  висота контакту берегів тріщини, w  – про-
гин пластини, σÏy y1 1

 і τÏx y1 1
 – компоненти тензора 

напружень у декартовій системі координат, vÏ   – 
компонента вектора переміщень; f f f� � � �� � ,  
знаками «+» і «–» позначені граничні значення 
функцій при прямуванні точки площини до трі-
щини, якщо y1 0� � . 

Розв’язок задачі 
З використанням комплексних потенціалів 

плоскої задачі та задачі згину пластини [9, 14], 
задовольняючи крайові умови (1)  –  (4), розв’я-
зок задачі зведемо до задач лінійного спряження, 
розв’язавши які, отримаємо систему сингулярних 
інтегральних рівнянь відносно невідомих стриб-
ків переміщень ′g ( )1 t  та стрибків кутів повороту 
Q t1 � �на берегах тріщини, яка набуде вигляду 
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де Q t Q t11 12� � � �, , ′ ′g ( ), g ( )11 12t t  – дійсні невідомі функції; 
� �j j jE� �� �� �2 1 , E j  і υ j  – відповідно модуль пруж-
ності і коефіцієнт Пуассона для j-ї області, j = 1 2, . 

З крайової умови (4) матимемо 
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1 1
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1 1

0x Q x
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, x l l1 � �� �, .  (7)

Зауважимо, що мають виконуватись умови 
однозначності прогину й кутів повороту нормалі 
до серединної поверхні за обходу контуру трі-
щини, які набудуть вигляду

Q t dt t Q t dt
L L

1 10 0
1 1

� � � � � �� �, Im .           (8)

Таким чином, щоб визначити невідомі функції 
′g ( )1 t , Q t1 � � , ми маємо систему сингулярних інте-

гральних рівнянь (5) – (8), яку розв’язуватимемо 
чисельно методом механічних квадратур [14, 15].

Чисельний аналіз
На рис.  2 наведено графік зведеного кон-

тактного зусилля N hN My
* � �  між берегами 

тріщини від безрозмірної координати � � x l1 ,  
якщо � � �� �M Mx y 1 , � � �R l 5 , X x l0 0 3= = , 
� � �h h1 0 13. . Крива 1 побудована для � � � �lg

E
E
1

2

1, 
крива 2 – для � � �0 3. , крива 3 – для � � 0 , крива 
4 – для � � 0 3. , крива 5 – для � � 1 . Якщо � � 0
, величина контактного зусилля є максимальною 
у вершині а � � �� �1 , а якщо � � 0  – максимальна 
у вершині b � �� �1 , поблизу межі пружної шайби. 

 
Рис. 2. Графік контактного зусилля N *   

між берегами тріщини при різних β
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На рис.  3 побудовано графіки коефіцієн-
тів інтенсивності моментів (КІМ) K K M ly1 1

* � � ��  у 
вершинах тріщини а та 

b
 від � � lg

E
E
1

2
 для � � 4 ,  

� � 1 , � � 0 13. . Криві  1 побудовані для X 0 0=
, криві  2 – для X 0 0 3= . , криві  3 – для X 0 1 3= . , 
криві 4 – для X 0 2= . Якщо � � 0 , КІМ у вершинах 
тріщини а та b зростають зі збільшенням β . Якщо 
� � 0 , величина КІМ у вершині тріщини b є біль-
шою за величину КІМ у її вершині а. Крім того, з 
наближенням вершини тріщини b до колової межі 
поділу матеріалів, якщр � � 0 , КІМ у ній збільшу-
ються для будь-якого фіксованого β .

Висновки. У цій роботі вперше побудовано 
розв’язок задачі про згин нескінченної пластини 
з пружним включенням і прямолінійною радіаль-
ною тріщиною у цьому включенні, за смугового 
контакту її берегів, а також досліджено вплив 
модулів пружності матеріалів пластини та пруж-
ної шайби на контактне зусилля й коефіцієнти 
інтенсивності моментів у вершинах тріщини. 

Коли модулі пружності матеріалу пластини 
та пружної шайби є однаковими (� � 0 ), отри-
маємо випадок однієї ізольованої тріщини за 
смугового контакту її берегів у пластині [6, 7], а 
якщо � � 0  і � � 0 , отримаємо випадок однієї ізо-
льованої тріщини за лінійного контакту її берегів 
[1, 2]. Як показав чисельний аналіз, зведені кое-
фіцієнти інтенсивності зусиль k k M ly1 1

* � � ��  і 
моментів K K M ly1 1

* � � ��  пов’язані залежністю 
k K1 1 1 13 1 3* * � �� � �� �� � � , тому графічні залежно-
сті для k1

*

 не наведені в роботі.
У перспективі планується дослідити напру-

жено-деформований стан пластини з пружним 
включенням і системою наскрізних прямоліній-
них тріщин, які розміщені як у пластині, так і у 
пружному включенні, за смугового контакту їхніх 
берегів. А також із застосуванням енергетичного 
критерію руйнування планується визначити вели-
чину максимального навантаження, яке можн 
бути прикладене до такої пластини.

 
 

Рис. 3. Графік коефіцієнтів інтенсивності моментів K1
*  у вершинах 

тріщини а та b  від � � lgE E1 2  за різних значень X 0
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